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Аннотация. В статье выясняется связь между порядком и типом це-
лой функции и скоростью наилучшей полиномиальной аппроксимации для
большого семейства банаховых пространств функций, аналитических в еди-
ничном круге. Найдены соотношения, определяющие порядок и тип целой
функции через последовательность ее наилучших приближений. Получен-
ные результаты являются обобщением более ранних результатов Редди,
И.И. Ибрагимова и Н.И. Шихалиева, С.Б. Вакарчука, Р. Мамадова. В тех
же банаховых пространствах аналитических функций рассмотрены также
некоторые вопросы приближения полиномами с целыми коэффициентами.
Annotation. The paper explores connection between the order and the type
of an entire function and the speed of the best polynomial approximation in the
unit disk. The relations which define the order and the type of an entire function
through the sequence of its best approximations, have been found. The results
were obtained by generalization previous results of Reddy, I.I. Ibragimov and
N. I. Shyhaliev, S. B. Vakarchyk, R. Mamadov.
2000 MSC. 41А10, 41А25, 41А58.
Ключевые слова и фразы. Целая функция, наилучшее приближение,
порядок целой функции, тип целой функции.
1 Введение
Рассмотрим банахово пространствоX , образованное аналитическими в еди-
ничном круге D функциями, имеющими конечную норму ‖ · ‖ . Будем счи-
тать, что ‖ · ‖ помимо обычных свойств нормы удовлетворяет также усло-
виям
i) ‖f(·eit)‖ ≡ ‖f(·)‖ (1)
для всех t ∈ R и f ∈ X ;
ii) ‖f(·)‖ <∞ (2)
для любой целой функции (т.е. пространство X содержит все целые функ-
ции);
1
iii) ‖
1
2π
2pi∫
0
f(zeit)g(t) dt‖ ≤
1
2π
2pi∫
0
|g(t)| dt ‖f(·)‖ (3)
для любых функций f ∈ X и g ∈ L[0; 2π] (иначе говоря, для любых f ∈ X
и g ∈ L[0; 2π] ‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖ ‖g‖L[0;2pi]).
Этим требованиям удовлетворяет норма в целом ряде функциональных
пространств, являющихся объектом многочисленных исследований (автору
неизвестны примеры пространств, в которых выполняются условия i), ii) и
при этом не выполняется условие iii) ). Приведем некоторые из них.
1) Пространство B функций, аналитических в единичном круге D и
непрерывных на его замыкании D с нормой
‖f‖ = max
z∈D
|f(z)| <∞ .
2) Пространства Харди Hp (p ≥ 1) функций, аналитических в круге D с
нормой
‖f‖ = sup
0<r<1
Mp (f, r), Mp (f, r) :=

 1
2π
2pi∫
0
|f(reit)|p dt


1
p
, p ∈ [1;∞);
‖f‖ = sup
z∈D
|f(z)| , p =∞.
3) Пространства Бергмана H ′p функций, аналитических в круге D при
p ∈ [1;∞) с нормой
‖f‖ =

 1
π
∫
z∈D
∫
|f(x+ iy)|p dxdy


1
p
,
и обобщенные (весовые) пространства Бергмана H ′p, ρ функций, аналитиче-
ских в круге D при p ∈ [1;∞) с нормой
‖f‖ =

 1
π
∫
z∈D
∫
|f(x+ iy)|p ρ(|z|)dxdy


1
p
и радиальным весом ρ(|z|).
4) Пространства Ap, p ∈ (0; 1) функций, аналитических в круге D с
нормой
‖f‖ =
1∫
0
(1− r)
1
p
−2M1 (f, r) dr ,
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впервые изучавшиеся Харди и Литллвудом [1] и позднее Ромбергом, Дюре-
ном и Шилдсом [2].
5) Пространства Bp, q, λ , 0 < p < q ≤ ∞, λ > 0, функций, аналити-
ческих в круге D с нормой
‖f‖ =


1∫
0
(1− r)λ p q (q−p)
−1
Mλq (f, r) dr


1
λ
, λ <∞,
‖f‖ = sup
0<r<1
{
(1− r) p q (q−p)
−1
Mq (f, r)
}
, λ =∞,
введенные Харди и Литллвудом в работе [1] (см. также [3]).
6) Пространства со смешанной нормой Hp, q, α, (p, q ≥ 1, α > 0), обра-
зованные функциями, аналитическими в круге D с конечной нормой
‖f‖ =


1∫
0
(1− r)qα−1M qp (f, r) dr


1
q
, q <∞,
‖f‖ = sup
0<r<1
{(1− r)αMp (f, r)} , q =∞,
введенные Харди и Литллвудом в работе [1]. Заметим, что пространства
Hp, q, α и Bp, q, λ отличаются лишь способом введения параметров.
7) Пространство BMOA [4], состоящее из функций f ∈ H1 с нормой
‖f‖ = sup
I
∫
I
|f(ζ)− fI |dσ(ζ) ,
где f(ζ) - граничные значения функции f(z) на единичной окружности, а
fI - среднее арифметическое значение функции f(ζ) на дуге I.
8) Пространства типа Блоха Bα , α ∈ (0,∞), состоящие из функций,
аналитических в D с конечной нормой
‖f‖ = |f(0)|+ sup
z∈D
(1− |z|2)α|f ′(z)| .
Пространства Bα являются банаховыми [5], при α = 1 Bα совпадает с про-
странством Блоха B.
9) Введенные Е.М. Дынькиным [6] пространства Asp,q(D) функций, яв-
ляющиеся аналогами классов О.В. Бесова Bsp,q[−1; 1] . Эти пространства
образованы функциями f ∈ Hp, p ∈ [1;∞] с нормой
‖f‖ =


1∫
0
(
ωm(f, t)p
ts
)q
dt
t


1
q
+ sup
0<r<1
Mp (f, r).
Здесь q ∈ [1;∞], s > 0, m > s - натуральное число, ωm(f, t)p - m-ый мо-
дуль гладкости в пространстве Lp функции f(e
i·), представляющей собой
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радиальные предельные значения f . Случай q =∞ трактуется традицион-
но.
10) Обобщенные пространства Дирихле Dp(α) функций, аналитических
в D, с нормой
‖f(z)‖ =
(
∞∑
k=0
|ck|
p αk
)1/p
,
где ck = ck(f) - коэффициенты Тейлора функции f , p ≥ 1, α = {αk} -
фиксированная последовательность положительных чисел с условиями
lim sup
k→∞
(αk)
1
k <∞, lim inf
k→∞
(αk)
1
k ≥ 1.
Отметим, что приведенные выше примеры функциональных пространств
со свойствами i), ii) и iii) не исчерпывают их многообразия.
Обозначим En(f) ≡ En(f, Ln) наилучшее приближение функции f ∈ X
элементами линейного подпространства Ln:
En(f) := inf
p∈Ln
‖f − p ‖ .
В качестве аппроксимирующего подпространства Ln мы будем рассматри-
вать совокупность Pn алгебраических полиномов комплексной переменной
степени не выше (n− 1), p∗n - полином наилучшего приближения степени не
выше (n− 1) для функции f , т.е. такой, что En(f) = ‖f − p
∗
n‖. В статье [7]
найдены соотношения, определяющие порядок и тип целой функции через
последовательность En(f) ее наилучших приближений в случае X = H
′
2. В
1976г. Ибрагимов И.И. и Шихалиев Н.И. получили подобные соотношения
для пространств X = H ′p с произвольным p ≥ 1. Приведем формулировки
теорем из их работы [8] (см. также [9]).
Теорема 1.1. Для того, чтобы f(z) ∈ H ′p, (p ≥ 1, любое) была целой
функцией, необходимо и достаточно, чтобы
lim
n→∞
(En(f))
1
n = 0. (4)
Теорема 1.2. Для того, чтобы f(z) ∈ H ′p, (p ≥ 1, любое) была целой
функцией конечного порядка ρ, необходимо и достаточно, чтобы
lim sup
n→∞
n lnn
− lnEn(f)
= ρ. (5)
Теорема 1.3. Для того, чтобы f(z) ∈ H ′p, (p ≥ 1, любое) была целой
функцией конечного порядка ρ и нормального типа σ, необходимо и доста-
точно, чтобы
lim sup
n→∞
n(En(f))
ρ
n = σeρ. (6)
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В 1990г. в [10, 11] аналогичные результаты получены С.Б. Вакарчуком
для пространств Bp, q, λ. Р. Мамадов в своей кандидатской диссертации (Ду-
шанбе, 2009г., [12]) распространил эти результаты на весовые пространства
Бергмана с радиальным весом ρ(|z|). В настоящей статье эти результаты
распространяются на широкую совокупность нормированных пространств
функций, аналитических в единичном круге, включающую среди прочих
приведенные выше пространства 1) − 10). Метод доказательства фрагмен-
тами повторяет доказательства в указанных выше работах, но в целом не
совпадает ни с одним из них.
Помимо этого в статье рассмотрены некоторые вопросы приближения
функций в пространстве X полиномами pn(z) с целыми комплексными ко-
эффициентами (считаем коэффициенты целыми, если у них действитель-
ная и мнимая части являются целыми числами; совокупность комплексных
полиномов степени не выше (n−1) с целыми коэффициентами будем обозна-
чать Pn[Z] ). Полученные результаты приведены в разделе 5. С результата-
ми предыдущих разделов их объединяет метод доказательства, основанный
на одних и тех же леммах.
2 Формулировка результатов.
Здесь будут приведены формулировки основных результатов статьи.
Теорема 2.1. Пусть f ∈ X. Условие
lim
n→∞
(En(f))
1
n = 0 (7)
является необходимым и достаточным для того, чтобы функция f была
целой.
Теорема 2.2. Для того, чтобы функция f ∈ X была целой конечного
порядка ρ ∈ (0;∞) необходимо и достаточно, чтобы
lim sup
n→∞
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
= ρ. (8)
Теорема 2.3. Пусть существует конечный предел lim
n→∝
(‖zn‖)
1
n = µ. Для
того, чтобы функция f ∈ X была целой функцией конечного порядка ρ ∈
(0;∞) и нормального типа σ ∈ (0;∞) необходимо и достаточно, чтобы
lim sup
n→∞
n
eρ
(
En(f)
‖zn‖
) ρ
n
= σ. (9)
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3 Применение к конкретным пространствам.
Выполнение условий i) и ii) во всех вышеприведенных примерах пространств
очевидно. Покажем, что в приведенных выше функциональных простран-
ствах выполняется также условие iii).
Лемма 3.1. Условие iii) выполнено в пространствах B; Hp (p ≥ 1); H
′
p, ρ
(p ≥ 1); Ap, (p ∈ (0; 1)); H
p, q, α , (p, q ≥ 1, α > 0); BMOA;
Bα, (α ∈ (0;∞)); A
s
p,q(D) (p, q ∈ [1;∞], s > 0); Dp(α) (p ≥ 1).
Доказательство. В пространствах B и Ap выполнение свойства iii) оче-
видно; в пространствах Hp, H
′
p, ρ при p ≥ 1 свойство iii) очевидным образом
следует из обобщенного неравенства Минковского для пространств Lp. В
случае пространства BMOA
‖
1
2π
2pi∫
0
f(zeit)g(t) dt‖ =
= sup
I
∫
I
∣∣∣∣∣∣
1
2π
2pi∫
0
f(ei(t+ϕ))g(t)dt−
1
|I|
∫
I

 1
2π
2pi∫
0
f(ei(t+u))g(t)dt

 du
∣∣∣∣∣∣ dϕ =
= sup
I
∫
I
∣∣∣∣∣∣
1
2π
2pi∫
0
f(ei(t+ϕ))g(t) dt−
1
2π
2pi∫
0

 1
|I|
∫
I
f(ei(t+u))g(t)du

 dt
∣∣∣∣∣∣ dϕ =
= sup
I
∫
I
∣∣∣∣∣∣
1
2π
2pi∫
0
g(t)

f(ei(t+ϕ))− 1
|I|
∫
I
f(ei(t+u))du

 dt
∣∣∣∣∣∣ dϕ ≤
1
2π
2pi∫
0
|g(t)| dt ‖f(·)‖
ввиду свойства i) нормы в пространстве X.
Убедимся в выполнении условия iii) в пространстве Bα.
‖f ∗ g‖ =
∣∣∣∣∣∣
1
2π
2pi∫
0
f(0)g(t) dt
∣∣∣∣∣∣+ supz∈D(1− |z|2)α
∣∣∣∣∣∣
1
2π
2pi∫
0
f ′(zeit)g(t)eit dt
∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |f(0)| ‖g(t)‖L + sup
z∈D
1
2π
2pi∫
0
(1 − |z|2)α |f ′(zeit)g(t)eit| dt ≤
≤ ‖g(t)‖L(|f(0)|+ sup
z∈D
(1− |z|2)α |f ′(zeit)|) = ‖f‖ ‖g(t)‖L.
Пусть теперь f ∈ Hp, q, α, g ∈ L[0; 2pi], z = re
iϕ. В пространстве Hp, q, α
используя обобщенное неравенство Минковского имеем
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‖f ∗ g‖ =


1∫
0
(1− r)qα−1

 1
2π
2pi∫
0
|
1
2π
2pi∫
0
f(rei(ϕ+t))g(t) dt|pdϕ


q
p


1
q
≤
≤


1∫
0
(1− r)qα−1

 1
2π
2pi∫
0
dt

 1
2π
2pi∫
0
|f(rei(ϕ+t))g(t)|pdϕ


1
p


q

1
q
= ‖f‖ ‖g‖L.
Докажем, что свойство iii) выполнено и в пространстве Asp,q(D) .
Из интегрального представления свертки
f ∗ g (eiϕ) =
1
2π
2pi∫
0
f(ei(ϕ+t))g(t) dt,
вследствие линейности оператора m-ой разности ∆hm(·, ϕ)
∆hm(f ∗ g, ϕ) =
1
2π
2pi∫
0
∆hm(f(e
i(· +t)), ϕ) g(t) dt
и, используя обобщенное неравенство Минковского, получаем
ωm(f ∗ g, h)p ≤ ωm(f, h)p ‖g‖L.
Из этого неравенства и отмеченной раньше справедливости свойства iii)
в пространстве Hp следует справедливость свойства iii) в пространстве
Asp,q(D) .
Докажем выполнение свойства iii) в пространстве Dp(α) . Пусть ck - ко-
эффициенты Тейлора функции f ∈ Dp(α), bk - коэффициенты Фурье сум-
мируемой функции g, z ∈ D. Тогда
f ∗ g(z) =
1
2π
2pi∫
0
f(zeit)g(t) dt =
∞∑
k=0
ckb−kz
k
и
‖f ∗ g‖ =
(
∞∑
k=0
|ckb−k|
p αk
)1/p
≤ sup
k
|bk|
(
∞∑
k=0
|ck|
p αk
)1/p
≤ ‖f‖ ‖g‖L.
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Убедимся, что в приведенных выше пространствах выполнено условие
теоремы 2.3 на поведение последовательности ‖zn‖. Для этого покажем,
что в этих пространствах lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1. В пространствах B и Hp, (p ≥
1) при n ≥ 0 ‖zn‖ = 1 и, следовательно, условия теоремы 2.3 в этих
пространствах выполнены. В пространствахH ′p , (p ≥ 1) при n ≥ 0 ‖z
n‖ =
(np+2)
−1
p и условия теоремы 2.3 в этих пространствах также выполняются,
формулировки теорем 2.1 - 2.3 совпадают с соответствующими теоремами
из [8]. В пространствах Bp при p ∈ (0; 1) ‖z
n‖ = (2πB( 1p − 1, np + 1))
1
p ,
где B(·, ·) - бета-функция Эйлера. Из свойств бета-функции следует, что
в этом пространстве lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1 и к пространствам Bp теорема 2.3
применима. В пространствах Bp, q, λ при λ <∞ ‖z
n‖ = B(λn+1, λpqq−p +1)
и, как и в предыдущем случае, lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1. При λ = ∞ ‖zn‖ =
sup
0<r<1
rn(1−r)
pq
q−p . Поскольку (1− 1n )
nn
pq
p−q ≤ ‖zn‖ < 1, то lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1 и
теорема 2.3 применима к пространствам Bp, q, λ. В этом случае утверждения
теорем 2.1 - 2.3 совпадают с результатами С.Б. Вакарчука [10]. В весовых
пространствах Бергмана H ′p,ρ
‖zn‖ =

2
1∫
0
tpn+1 ρ(t)dt


1
p
≤

2
1∫
0
t ρ(t)dt


1
p
и lim sup
n→∞
(‖zn‖)
1
n ≤ 1 в случае, если функция tρ(t) суммируема на отрезке
[0; 1]. С другой стороны, при ε ∈ (0; 1)
‖zn‖ ≥

2
1∫
1−ε
tpn+1 ρ(t)dt


1
p
≥ (1 − ε)n

2
1∫
1−ε
t ρ(t)dt


1
p
и lim inf
n→∞
(‖zn‖)
1
n ≥ (1− ε), если вес ρ(t) удовлетворяет естественному усло-
вию, что
1∫
1−ε
t ρ(t)dt > 0 при каждом ε ∈ (0; 1). Ввиду произвольности
ε ∈ (0; 1) с учетом оценки lim sup
n→∞
(‖zn‖)
1
n ≤ 1 имеем lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1. Та-
ким образом, теорема 2.3 применима и к пространствамH ′p,ρ. В этом случае
мы получаем соответствующие результаты Р. Мамадова (см. [12]).
Проверим, что условия теоремы 2.3 выполнены также в пространстве
Asp,q(D) . Поскольку |∆
h
m(e
in·)| = |(1− einh)m| = (2 sin nh2 )
m, то
‖zn‖ =


pi
n∫
0
(
(2 sin nt2 )
m
ts
)q
dt
t
+
1∫
pi
n
2mqt−sq−1dt


1
q
+ 1 ≤
8
≤

pi
n∫
0
nmqt(m−s)q−1dt+
1∫
pi
n
2mqt−sq−1dt


1
q
+ 1 ≤ C nq,
где C - положительное, зависящее только от m, s, q. Из этой оценки следует,
что в пространстве Asp,q(D) limn→∞
(‖zn‖)
1
n = 1.
Перейдем теперь к пространству BMOA. Положим f = zn, найдем fI
и оценим ‖zn‖ в BMOA. Пусть I дуга единичной окружности с концами
в точках eit1 и eit2 , t2 > t1, x =
t1+t2
2 , h =
t2−t1
2 . Тогда
fI =
1
t2 − t1
t2∫
t1
eintdt =
sinnh
nh
einx
Положим
A =
1
t2 − t1
t2∫
t1
|eint −
sinnh
nh
einx| dt =
1
2h
h∫
−h
|eint −
sinnh
nh
| dt.
Поскольку A ≤ 2, то ‖zn‖ = sup
h∈[0;pi]
A ≤ 2. Оценим теперь ‖zn‖ снизу.
‖zn‖ ≥ sup
h= pi
2n
A = sup
n
n
π
pi
2n∫
−pi
2n
(
1−
2
π
cosnt+
4
π2
) 1
2
dt ≥ sup
n
2n
π
pi
2n∫
0
(
2
π
) 1
2
dt =
(
2
π
) 1
2
.
Из полученных оценок ‖zn‖ следует, что в пространстве BMOA lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n =
1.
В пространствах Bα при n ≥ 1
‖zn‖ = sup
z∈D
|zn|(1− |z|2)α =
(
n
n+ α
)n
2
(
2α
n+ 2α
)α
,
откуда следует, что lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = 1.
В пространстве Dp(α) ‖z
n‖ = (αn)
1
p и условиe теоремы 2.3 выполнено в
случае, когда lim
n→∞
(αn)
1
n = 1.
Таким образом, условия теорем 2.1-2.3 выполнены во всех приведенных
выше пространствах. Для пространств BMOA, Bα, Dp(α), A
s
p,q(D) утвер-
ждения теорем 2.1-2.3 являются новыми.
4 Доказательства.
Нам понадобятся следующие две леммы. Первая из них является естествен-
ным обобщением неравенства Коши для коэффициентов ряда Тейлора.
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Лемма 4.1. Пусть f ∈ X и f(z) =
∞∑
k=0
ckz
k в D. Тогда
|cn| ‖z
n‖ ≤ En(f) ≤ ‖f‖.
Доказательство. Воспользовавшись формулой для коэффициентов ряда
Тейлора запишем равенство
cnz
n =
1
2πi
∫
|ζ|=1
f(zζ)− Pn(zζ)
ζn+1
dζ ,
где Pn - полином наилучшего приближения для f(z) степени не выше (n−
1). Отсюда |cn|‖z
n‖ ≤ En(f) ≤ ‖f(z)‖ ввиду свойств iii) и i) нормы в
пространстве X.
Лемма 4.2. Пусть f ∈ X и µ1 := lim inf
n→∞
(‖zn‖)
1
n , µ2 := lim sup
n→∞
(‖zn‖)
1
n .
Тогда µ1 ≥ 1, µ2 <∞.
Доказательство. Обозначим βn = (‖z
n‖)
1
n . Докажем, что µ2 < ∞. Пред-
положим противное, тогда существует подпоследовательность βnk такая,
что lim
k→∞
βnk = ∞. Рассмотрим функцию f0, определяемую степенным ря-
дом
f0(z) =
∞∑
k=0
(βnk)
−nk
2 znk .
Она является целой и поэтому должна принадлежать X . Но тогда согласно
лемме 4.1 при каждом натуральном k (βnk)
−nk
2 ‖znk‖ ≤ ‖f0‖ < ∞ , что
невозможно. Для доказательства того, что µ1 ≥ 1, допустим противное, т.е.
что µ1 < 1. Зафиксируем ̺ ∈ (µ1; 1) и рассмотрим функцию, определяемую
рядом Тейлора
f0(z) =
∞∑
k=0
̺−nkznk , (10)
где nk последовательность, для которой lim inf
n→∞
βn = lim
k→∞
βnk = µ1.
Функция f0 аналитична в круге |z| < ρ, но неаналитична в D. Нетрудно
проверить, что последовательность частных сумм Sn,f0(z) ряда (10) фун-
даментальна в банаховом пространстве X и, следовательно, сходится в нем
к некоторой функции f1 ∈ X . Покажем, что тейлоровские коэффициенты
функций f0 и f1 равны. Для произвольно фиксированного k ∈ N
⋃
{0}, n >
k
ck(f1) = ck(Sn,f0) + ck(f1 − Sn,f0) = ck(f0) + ck(f1 − Sn,f0).
Устремив в этом равенстве n→∞ и учитывая лемму 2.1 получим ck(f1) =
ck(f0). Таким образом, функция f1 ∈ X , но не является аналитической в D,
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что противоречит характеристике пространства X . Следовательно, предпо-
ложение о том, что µ1 < 1 было неверным.
Лемма 4.3. Пусть f ∈ X, K- компакт, K ⊂ D. Тогда при z ∈ K
|f(z)| ≤ C ‖f‖,
где C - постоянная, не зависящая от f и z.
Доказательство. Положим d := sup{|z| : z ∈ K}, d < 1. Запишем
разложение функции f в ряд Тейлора и оценим ее модуль, используя лемму
4.1 в предположении, что z ∈ K.
f(z) =
∞∑
k=0
ckz
k,
|f(z)| ≤
∞∑
k=0
|ck| |z
k| ≤ ‖f(z)‖
∞∑
k=0
dk
‖zk‖
≤ C ‖f‖
ввиду сходимости ряда, легко проверяемой с помощью признака Коши с
учетом леммы 4.2.
Замечание 1. Из леммы 4.3 следует, что при выполнении ее условий зна-
чение функции в точке z ∈ K представляет собой ограниченный линей-
ный фунционал и из сходимости в пространстве X следует равномерная
сходимость на компактах K ⊂ D. Аналогичными рассуждениями мож-
но показать, что при любом натуральном n и z ∈ K значение f (n)(z)
является ограниченным линейным функционалом в X.
Докажем теорему 2.1.
Доказательство. Достаточность. Пусть f(z) =
∝∑
k=0
ckz
k при z ∈ D.
Согласно лемме 4.1 |cn| ‖z
n‖ ≤ En(f). Отсюда
|cn| ≤
En(f)
‖zn‖
и lim
n→∞
|cn|
1
n ≤ lim
n→∞
(
En(f)
‖zn‖
) 1
n
= 0 , т.е. функция f - целая.
Необходимость. Для функции f ∈ X положим fζ(z) := f(zζ). Поскольку
f - целая, то fR ∈ X при любом R > 1 и, ввиду следствия 2 теоремы 2 [13]
(см. также [14], теор. 2.3),
En(f) ≤ R
−nEn(fR) ≤ R
−n‖fR‖.
Поэтому с учетом леммы 4.2
0 ≤ lim
n→∞
(
En(f)
‖zn‖
) 1
n
≤
1
R
lim sup
n→∞
(
1
‖zn‖
) 1
n
≤
1
R
.
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Ввиду леммы 4.2 и произвольности R > 1 это означает, что
lim
n→∞
(En(f))
1
n = 0.
Замечание 2. В работах [13] и [14] в условиях полученных там теорем
пропущено условие iii), без которого они, вообще говоря, неверны. В данной
статье условие iii) предполагается выполненным и в этом случае исполь-
зуемое нами следствие 2 теоремы 2 работы [13] справедливо.
Докажем теорему 2.2.
Доказательство. Достаточность. Из условия (8) следует, что выполнено
условие теоремы 2.1 и, следовательно, f - целая. Обозначим ее порядок α .
Тогда
α = lim sup
n→∞
n lnn
− ln |cn|
≤ lim sup
n→∞
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
= ρ (11)
ввиду леммы 4.1. Покажем теперь, что в условиях теоремы α > 0. Предпо-
ложим противное, т.е. что
lim sup
n→∞
n lnn
− ln |cn|
= 0.
Тогда для произвольного положительного ε ∈ (0, 1) найдется Nε такое, что
при n > Nε выполняется неравенство n lnn < −ε ln |cn| и равносильное ему
неравенство
|cn| < n
−n
ε .
Пользуясь им оценим En(f) при n > Nε. Будем считать Nε столь большим,
что ‖zn‖ ≤ (µ2 + ε)
n и ‖zn‖ ≥ (1− ε)n при n ≥ Nε. Тогда
En(f) ≤ ‖
∞∑
k=n
ckz
k‖ ≤
∞∑
k=n
k
−k
ε (µ2 + ε)
k ≤
∞∑
k=n
n
−k
ε (µ2 + ε)
k
=
= n
−n
ε (µ2 + ε)
n(1−
µ2 + ε
n
1
ε
)−1 (12)
при дополнительном условии n > (µ2 + ε)
ε. Из (10) получаем
‖zn‖
En(f)
≥
(
1− ε
µ2 + ε
)n
n
n
ε
(
1−
µ2 + ε
n
1
ε
)
,
ln
(
‖zn‖
En(f)
) 1
n
≥ ln
1− ε
µ2 + ε
+
1
ε
lnn+
1
n
ln
(
1−
µ2 + ε
n
1
ε
)
.
Отсюда
lim inf
n→∞
ln
(
‖zn‖
En(f)
) 1
n
lnn
≥
1
ε
,
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ρ = lim sup
n→∞
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
≤ ε,
что противоречит условию теоремы.
Выберем ε ∈ (0; 12 ) ∩ (0;α). Из того, что
α = lim sup
n→∞
n lnn
− ln |cn|
следует, что существует Nε ∈ N, зависящее только от ε и такое, что |cn| ≤
n−
n
α+ε при всех n ≥ Nε. Будем считать Nε столь большим, что ‖z
n‖ ≤
(µ2 + ε)
n и ‖zn‖ ≥ (1− ε)n при n ≥ Nε. Тогда при n > Nε
En(f) ≤ ‖
∝∑
k=n
ckz
k‖ ≤
∝∑
k=n
|ck| ‖z
k‖ ≤
∝∑
k=n
k
−k
α+ε ‖zk‖ ≤
≤
∝∑
k=n
n
−k
α+ε (µ2 + ε)
k =
(µ2 + ε)
n
n
n
α+ε
·
(
1−
µ2 + ε
n
1
α+ε
)−1
. (13)
Следовательно,
‖zn‖
En(f)
≥
‖zn‖
(µ2 + ε)n
· n
n
α+ε
(
1−
µ2 + ε
n
1
α+ε
)
,
α+ ε ≥
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
·
(
1 +
α+ ε
n lnn
ln
(
1−
µ2 + ε
n
1
α+ε
)
+
α+ ε
n lnn
ln
‖zn‖
(µ2 + ε)n
)
. (14)
Устремляя в ( 14) n → ∞, получим α + ε ≥ ρ, что ввиду произвольности
выбора ε > 0 означает, что α ≥ ρ. Таким образом, α = ρ и достаточность
доказана.
Необходимость. Пусть f ∈ X - целая функция конечного порядка ρ, т.е.
lim sup
n→∞
n lnn
− ln |cn|
= ρ. (15)
Положим
α = lim sup
n→∞
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
(α и ρ в обозначениях по сравнению с доказательством достаточности по-
менялись местами) и покажем, что α = ρ. Из леммы 4.1 аналогично (11)
следует, что α ≥ ρ. Рассуждая как при доказательстве достаточности мы
можем утверждать, что для произвольного ε, 0 < ε < 1 найдется Nε такое,
что |cn| ≤ n
− n
ρ+ε и (1− ε)n ≤ ‖zn‖ ≤ (µ2 + ε)
n при n > Nε.
Аналогично ( 13) и ( 14) (с заменой α на ρ ) получим
ρ+ ε ≥
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
·
(
1 +
ρ+ ε
n lnn
ln
(
1−
µ2 + ε
n
1
ρ+ε
)
+
ρ+ ε
n lnn
ln
‖zn‖
(µ2 + ε)n
)
,
откуда предельным переходом находим ρ + ε ≥ α и, следовательно, ρ ≥ α.
Теорема доказана.
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Докажем теорему 2.3.
Доказательство. Достаточность. Пусть f ∈ X и удовлетворяет условию
теоремы 2.3 с некоторыми положительными ρ и σ. Тогда из (9) следует
справедливость условия (8) теоремы 2.2, поэтому f - целая и имеет порядок
ρ. Пусть тип f равен α. Докажем, что α = σ. Из формулы для определения
типа целой функции
α = lim sup
n→∞
n
eρ
|cn|
ρ
n (16)
с учетом леммы 4.1 имеем α ≤ σ. Докажем обратное неравенство. Из (16)
следует, что для произвольного ε > 0 существует Nε ∈ N такое, что при
n > Nε
|cn| <
(
ρe(α+ ε)
n
)n
ρ
. (17)
С учетом (17) подобно (13), (14) находим
En(f) ≤
∞∑
k=n
(
ρe(α+ ε)
k
) k
ρ
‖zk‖ ≤
(
ρe(α+ ε)
n
)n
ρ
(µ+ ε)n×
×
(
1−
C
n
1
ρ
)−1
, (18)
где C = (µ+ ε)(ρe(α+ ε))
1
ρ . Из (18) получаем
α+ ε ≥
n
eρ
(
En(f)
‖zn‖
) ρ
n ‖zn‖
ρ
n
(µ+ ε)ρ
(
1−
c
n
1
ρ
) ρ
n
. (19)
Вычислив верхний предел в (19), имеем
α+ ε ≥ σ
(
µ
µ+ ε
)ρ
, (20)
откуда, устремляя ε к нулю, находим α ≥ σ , что завершает доказательство
достаточности.
Необходимость. Пусть f ∈ X - целая, конечного порядка и нормаль-
ного типа. Обозначим ее порядок ρ (он удовлетворяет ввиду теоремы 2.2
равенству (8)) и обозначим α ее тип. Покажем, что α = σ. Ввиду (16) и
леммы 4.1 α ≤ σ. Далее для доказательства неравенства α ≥ σ нужно
полностью повторить соответствующие рассуждения из доказательства до-
статочности.
В теоремах 2.1 - 2.3 предполагается, что функция f ∈ X является ана-
литической в единичном круге. Это требование можно снять, несколько
изменив формулировки теорем. Если считать, что X - банахово простран-
ство функций, определенных в круге D, норма в котором удовлетворяет
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условиям i), ii) и iii) (в отличие от предшествующего рассмотрения мы не
требуем от f ∈ X аналитичности в D), то будут справедливы следующие
модификации теорем 2.1 - 2.3.
Теорема 4.1. Пусть функция f ∈ X и lim inf
n→∞
(‖zn‖)
1
n = µ1 > 0. Если f -
целая, то
lim
n→∞
{
En(f)
‖zn‖
} 1
n
= 0. (21)
Обратно, если выполнено условие (21), то последовательность {p∗n} по-
линомов наилучшего приближения функции f по норме пространства X
равномерно сходится в каждом круге |z| < r, r ∈ (0;µ1) к некоторой целой
функции.
Доказательство. Первое утверждение доказано в теореме 2.1. Докажем
второе. Пусть для f ∈ X выполнено условие (21). Из него следует, что
En(f)→ 0 при n→∞. Кроме того, для любых натуральныхm и n, m ≥ n и
последовательности {P ∗n(z)} полиномов наилучшего приближения ‖P
∗
n(z)−
P ∗m(z)‖ ≤ 2En(f). Из леммы 4.3 следует, что последовательность полиномов
наилучшего приближения фундаментальна по sup - норме в каждом круге
|z| ≤ r при r ∈ (0;µ1) и справедлива оценка |P
∗
n(z) − P
∗
m(z)| ≤ 2CEn(f)
с постоянной C, зависящей только от r и µ1. Поэтому последовательность
{P ∗n(z)} сходится равномерно на компактах в круге |z| < µ1 к некоторой
функции g(z), аналитической в круге |z| < µ1, причем |P
∗
n(z) − g(z)| ≤
2CEn(f) при |z| ≤ r. Из неравенств Коши для коэффициентов γn ряда Тей-
лора функции g(z) следует оценка |γn| ≤ 2CEnr
−n(f). Для доказательства
аналитичности функции g(z) во всей плоскости достаточно воспользоваться
формулой Коши-Адамара для радиуса сходимости степенного ряда.
Формулировки теорем 2.2 и 2.3 изменяются следующим образом.
Теорема 4.2. Пусть lim inf
n→∞
(‖zn‖)
1
n = µ1 > 0 , lim sup
n→∞
(‖zn‖)
1
n = µ2 <∞,
f ∈ X.
Если функция f - целая конечного порядка ρ ∈ (0;∞), то
lim sup
n→∞
n lnn
ln ‖z
n‖
En(f)
= ρ. (22)
Обратно, если выполнено условие (22), то последовательность {p∗n}
полиномов наилучшего приближения функции f по норме пространства
X равномерно сходится в каждом круге |z| < r, r ∈ (0;µ1) к некоторой
целой функции конечного порядка ρ ∈ (0;∞), определяемого равенством
(22).
Теорема 4.3. Пусть существует конечный предел lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = µ > 0,
f ∈ X. Если f - целая функция конечного порядка ρ ∈ (0;∞) и нормального
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типа σ ∈ (0;∞), то
lim sup
n→∞
n
eρ
(
En(f)
‖zn‖
) ρ
n
= σ. (23)
Обратно, если выполнено условие (23), то последовательность {p∗n} по-
линомов наилучшего приближения функции f по норме пространства X
равномерно сходится в каждом круге |z| < r, r ∈ (0;µ1) к некоторой целой
функции конечного порядка ρ ∈ (0;∞) нормального типа σ ∈ (0;∞) ( σ, ρ
из соотношения (23)).
Замечание 3. Условия µ1 > 0, µ2 < ∞ в теоремах 4.1-4.2 достаточ-
но естественны (легко привести примеры, показывающие, что без этих
условий соответствующие теоремы неверны). Нельзя ли заменить ими
условие существования конечного предела lim
n→∞
(‖zn‖)
1
n = µ > 0 в теореме
4.3? Этот вопрос остается открытым.
5 О возможности аппроксимации функций f ∈
X полиномами из Pn[Z]
Вопрос о возможности равномерного приближения функций, непрерывных
на компактах в C и аналитических во внутренних точках с любой точностью
многочленами с целыми коэффициентами хорошо изучен. Историю вопроса
и полученные результаты можно найти в статье С.Я. Альпера [15] (см. так-
же статью обзорного характера [16]). В частности, для того чтобы отличную
от полинома аналитическую в круге с центром z = 0 и непрерывную на его
замыкании функцию можно было равномерно аппроксимировать с любой
точностью, необходимо, чтобы радиус круга был меньше единицы. В дру-
гих пространствах вопрос о возможности аппроксимации аналитических
функций многочленами из Pn[Z] менее изучен. Мы рассмотрим ситуацию
с возможностью аппроксимации аналитических функций многочленами с
целыми коэффициентами в изучаемых в данной статье пространствах X .
Будем далее считать, как и всюду в статье, кроме теорем 4.1 - 4.4, что в X
содержатся только функции, аналитические в D.
Теорема 5.1. Пусть аналитическая в единичном круге функция f ∈ X
и inf
n∈N
‖zn‖ > 0. Если существует последовательность pn ∈ Pn[Z] такая,
что
lim
n→∞
‖f − pn‖ = 0,
то f является полиномом с целыми коэффициентами.
Подобная теорема для пространств B и Hp известна [17]. Докажем тео-
рему 5.1.
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Доказательство.
‖pn+1 − pn‖ ≤ ‖pn+1 − f‖+ ‖f − pn‖ → 0
при n → ∞. С другой стороны, если pn+1 6= pn тождественно, то разность
pn+1−pn есть ненулевой многочлен с целыми коэффициентами и вследствие
леммы 4.1
‖pn+1 − pn‖ ≥ inf
n∈N
‖zn‖,
т.е. ‖pn+1 − pn‖ не стремится к нулю. Следовательно, при всех n pn+1 ≡
pn ≡ f .
Следующее утверждение хорошо известно в случае аппроксимации в
пространстве B и при равномерной сходимости на компактах в единичном
круге (см. например, [17]).
Теорема 5.2. Пусть аналитическая в единичном круге функция f ∈ X.
Если существует последовательность pn ∈ Pn[Z] такая, что
lim
n→∞
‖f − pn‖ = 0,
то все ее тейлоровские коэффициенты ck :=
fk(0)
k! - целые числа.
Доказательство. Многочлен pn можно записать в форме
pn(z) =
n∑
k=0
ak,nz
k,
где коэффициенты ak,n целые. Ввиду леммы 4.1
|ck − ak,n| ‖z
k‖ ≤ ‖f(z)− pn(z)‖ → 0, n→∞.
Следовательно,
ck = lim
n→∞
ak,n ∈ Z.
Следствие 1. Из теоремы 5.2 следует, что при выполнении ее условий
радиус сходимости ряда Тейлора по степеням z для функции, отличной
от полинома, не больше единицы.
Теорема 5.3. Пусть f ∈ X , f(z) =
∞∑
k=0
ckz
k в D и
lim
n→∞
‖f(z)− Sn(f, z)‖ = 0,
где Sn(f, z) - частная сумма ряда Тейлора функции f порядка n.
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Для существования последовательности pn ∈ Pn[Z] такой, что
lim
n→∞
‖f(z)− pn(z)‖ = 0,
необходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты ck были целыми.
Доказательство. Необходимость следует из теоремы 5.2, достаточность -
из того, что Sn(f, z) есть многочлен с целыми коэффициентами.
Следующая теорема проясняет различие между пространствами Hp и
H ′p, p ∈ (1,∞), обнаруженное И. Прицкером в [17] ( в пространствах
H ′p, p ∈ (1,∞) нетривиальные функции с целыми тейлоровскими коэффи-
циентами можно аппроксимировать полиномами из Pn[Z], а в пространстве
Hp - нет).
Теорема 5.4. Пусть для некоторой аналитической в единичном круге
функции f ∈ X, отличной от полинома, существует последователь-
ность полиномов pn ∈ Pn[Z] такая, что
lim
n→∞
‖f(z)− pn(z)‖ = 0.
Тогда lim inf
n→∞
‖zn‖ = 0.
Доказательство. Сопоставим каждому полиному pn из условия теоремы
функцию zmn , выбирая число mn так, чтобы mn > deg pn, коэффициент
cmn в тейлоровском разложении функции был отличен от нуля и последо-
вательностьmn строго возрастала (понятно, что такую последовательность
можно выбрать многими способами; нам подходит любая). Поскольку ввиду
теоремы 5.2 коэффициенты cmn целые, то
‖zmn‖ ≤ |cmn | ‖z
mn‖ ≤ ‖f(z)− pn(z)‖ → 0
при n→∞.
Необходимое условие lim inf
n→∞
‖zn‖ = 0 теоремы 5.4 является также в неко-
тором смысле достаточным, что показывает следующая теорема.
Теорема 5.5. Для того, чтобы в пространстве X существовала функция
f , отличная от полинома и сколь угодно хорошо аппроксимируемая после-
довательностью полиномов pn ∈ Pn[Z], необходимо и достаточно, чтобы
в пространстве X выполнялось условие lim inf
n→∞
‖zn‖ = 0.
Доказательство. Необходимость следует из предыдущей теоремы. Дока-
жем достаточность. Из условия lim inf
n→∞
‖zn‖ = 0 следует, что существует воз-
растающая последовательность натуральных чисел nk такая, что ‖z
nk‖ ≤
2−k при всех k = 1, 2, 3, ... . Положим
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f(z) =
∞∑
k=0
znk .
Нетрудно видеть, что f аналитична в единичном круге, f ∈ X и f сколь
угодно хорошо аппроксимируема полиномами с целыми коэффициентами
(частными суммами Sn(f, z) ).
Замечание 4. Заметим, что полученные в статье утверждения оста-
ются верными и в случае, если условие iii) заменить более слабым усло-
вием
iii′) ‖
1
2π
2pi∫
0
f(zeit)g(t) dt‖ ≤ C
1
2π
2pi∫
0
|g(t)| dt ‖f(·)‖, (24)
где постоянная C не зависит от f ∈ X и g ∈ L[0; 2pi].
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